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MÐ ��U

Cho C l  mët tªp hñp, f : C×C → R l  mët h m thäa m¢n f(x, x) = 0.

B i to¡n: t¼m x̄ ∈ C sao cho f(x̄, y) ≥ 0 vîi måi y ∈ C �÷ñc gåi l  b i to¡n

c¥n b¬ng, x̄ �÷ñc gåi l  �iºm c¥n b¬ng. B i to¡n n y �âng vai trá quan

trång c£ v· m°t l½ thuy¸t l¨n thüc t¸. Nâ bao gçm nhi·u b i to¡n trong

lþ thuy¸t tèi ÷u nh÷ nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t. Vi»c ch¿ ra �i·u ki»n �º

b i to¡n câ nghi»m v  vi»c t¼m ra thuªt to¡n �º t½nh nghi»m �âng vai trá

quan trång.

Thuªt ngú c¥n b¬ng �¢ tø l¥u �÷ñc sû döng rëng r¢i trong c¡c ng nh

khoa håc nh÷ vªt lþ, hâa håc, k¾ thuªt, kinh t¸. . . d÷îi c¡c h¼nh thùc kh¡c

nhau, tòy thuëc v o c¡c mæ h¼nh to¡n håc kh¡c nhau. Trong thíi gian

g¦n �¥y, b i to¡n c¥n b¬ng �¢ thu hót �÷ñc r§t nhi·u sü quan t¥m nghi¶n

cùu cõa c¡c nh  to¡n håc, c£ v· ph÷ìng di»n lþ thuy¸t l¨n thuªt to¡n. V·

ph÷ìng di»n lþ thuy¸t, �¢ câ kh¡ nhi·u nghi¶n cùu v· sü tçn t¤i nghi»m,

t½nh ên �ành, sü mð rëng cõa b i to¡n c¥n b¬ng. C¡c thuªt to¡n hi»n nay

cì b£n düa tr¶n c¡c k¾ thuªt t¼m nghi»m cõa b i to¡n tèi ÷u nh÷ thuªt to¡n

chi¸u, thuªt to¡n chi¸u t«ng c÷íng, ph÷ìng ph¡p h m �¡nh gi¡,. . . .Ph¦n

lîn c¡c b i to¡n thuëc lîp c¡c b i to¡n �¤t khæng ch¿nh, muèn gi£i �÷ñc

th¼ ta ph£i �÷a b i to¡n �°t ch¿nh. Vi»c ¡p döng c¡c thuªt to¡n chi¸u,

ho°c chi¸u t«ng c÷íng �º gi£i mët b i to¡n c¥n b¬ng hi»u ch¿nh câ thº

g°p khâ kh«n trong t½nh to¡n khi song h m hi»u ch¿nh câ c§u tróc phùc

t¤p hìn so vîi tøng song h m f . Vi»c n y d¨n �¸n nhu c¦u gi£i b i to¡n

c¥n b¬ng khi song h m c¥n b¬ng câ thº t¡ch th nh têng cõa hai hay nhi·u

h m kh¡c v  méi h m câ nhúng t½nh ch§t tèt hìn ho°c d¹ t½nh to¡n hìn.

Möc �½ch cõa luªn v«n l  tr¼nh b y mët thuªt to¡n t¡ch cho b i to¡n c¥n

b¬ng.

Luªn v«n �÷ñc tr¼nh b y theo hai ch÷ìng:
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Ch÷ìng 1: Tr¼nh b y c¡c ki¸n thùc cì b£n cõa gi£i t½ch lçi v  b i to¡n c¥n

b¬ng gi£ �ìn �i»u m¤nh công nh÷ sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng

gi£ �ìn �i»u m¤nh

Ch÷ìng 2: Tr¼nh b y thuªt to¡n t¡ch cho b i to¡n c¥n b¬ng

Th¡i Nguy¶n, ng y 15 th¡ng 6 n«m 2020

T¡c gi£

Tr¦n Thà Hçng Nhung
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Ch÷ìng 1

B i to¡n c¥n b¬ng gi£ �ìn �i»u m¤nh

Trong ch÷ìng n y, tæi tr¼nh b y c¡c ki¸n thùc cì b£n v· gi£i t½ch lçi v  mët

sè bê �· c¦n thi¸t s³ �÷ñc sû döng trong chùng minh sü tçn t¤i nghi»m

công nh÷ sü hëi tö cõa nhúng thuªt to¡n gi£i b i to¡n c¥n b¬ng trong c¡c

ch÷ìng sau. Nhúng k¸t qu£ trong luªn v«n cán câ thº �óng cho c¡c khæng

gian têng qu¡t hìn nh÷ng �º thuªn ti»n cho vi»c tr¼nh b y, ta ch¿ giîi h¤n

trong khæng gian Hilbert.

1.1 C¡c ki¸n thùc cì sð v· gi£i t½ch lçi

1. Khæng gian Hilbert

Cho H l  khæng gian tuy¸n t½nh tr¶n R. T½ch væ h÷îng tr¶n H l  ¡nh

x¤ 〈., .〉 : H×H → R, (x, y)→ 〈x, y〉 thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(a) 〈x, x〉 ≥ 0 vîi måi x ∈ H, 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

(b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 vîi måi x, y ∈ H.

(c) Vîi x ∈ H cè �ành th¼ h m 〈x, .〉 : H → R l  tuy¸n t½nh.

(d) Vîi y ∈ H cè �ành th¼ h m 〈., y〉 : H → R l  tuy¸n t½nh.

N¸u 〈., .〉 l  mët t½ch væ h÷îng tr¶n H th¼ ¡nh x¤ x→
√
〈x, x〉 vîi x ∈ H l 

mët chu©n tr¶n H, k½ hi»u l  ||.|| v  ¡nh x¤ (x, y)→ ||x− y|| vîi x, y ∈ H
l  kho£ng c¡ch tr¶n H, k½ hi»u l  d(x, y). Ta nâi c°p (H, 〈., .〉) l  khæng

gian Hilbert n¸u khæng gian �ành chu©n t÷ìng ùng �¦y �õ.

2. Tªp lçi
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Cho hai �iºm a, b ∈ H. Khi �â

• �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm a, b l  tªp hñp câ d¤ng:

{x ∈ H : x = λa+ (1− λ)b, λ ∈ R},

• �o¤n th¯ng nèi hai �iºm a, b trong H câ d¤ng:

[a, b] = {x ∈ H : x = λa+ (1− λ)b, λ ∈ [0, 1]}

Cho u ∈ H \ {0} v  η ∈ R. Mët si¶u ph¯ng vîi v²c tì ph¡p tuy¸n u

trong H l  mët tªp câ d¤ng

{x ∈ H : 〈x, u〉 = η}.

Méi si¶u ph¯ng chia khæng gian th nh hai nûa, c¡c tªp

{x ∈ H : 〈x, u〉 ≤ η}

v 

{x ∈ H : 〈x, u〉 < η}

l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  nûa khæng gian �âng v  nûa khæng gian mð vîi v²c tì

ph¡p tuy¸n ngo i u.

�ành ngh¾a 1.1.1. Mët tªp con C cõa H �÷ñc gåi l  lçi n¸u vîi måi

x, y ∈ C th¼ [x, y] ⊂ C tùc l 

λx+ (1− λ)y,∀λ ∈ [0, 1] .

�ành ngh¾a 1.1.2. Cho C l  mët tªp con kh¡c réng cõa H, u ∈ H.
Kho£ng c¡ch tø u �¸n C, k½ hi»u l  dC(u), �÷ñc x¡c �ành bði

dC(u) = inf{d(u, y) : y ∈ C} = inf{||u− y|| : y ∈ C}.

N¸u câ �iºm p ∈ C sao cho ||u− p|| = dC(u) th¼ p �÷ñc gåi l  mët h¼nh

chi¸u cõa u tr¶n C. N¸u måi �iºm trong H �·u câ duy nh§t mët h¼nh chi¸u

tr¶n C th¼ C �÷ñc gåi l  tªp Chebyshev. Trong tr÷íng hñp n y, quy tc

ùng vîi méi �iºm trong H mët h¼nh chi¸u duy nh§t cõa nâ tr¶n C cho ta

mët to¡n tû gåi l  to¡n tû chi¸u tr¶n C, �÷ñc k½ hi»u l  PC .
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Ta câ mët k¸t qu£ cì b£n quen thuëc cho h¼nh chi¸u cõa mët �iºm tr¶n

mët tªp lçi �âng kh¡c réng sau.

�ành lþ 1.1.1. Cho C l  mët tªp con lçi �âng kh¡c réng cõa H. Khi �â
C l  mët tªp Chebyshev v  vîi måi u v  p trong H,

p = PC(u)⇐⇒
[
p ∈ C v  (∀y ∈ C)〈u− p, y − p〉 ≤ 0

]
.

�ành ngh¾a 1.1.3. Cho C l  mët tªp con lçi �âng kh¡c réng cõa H,
x ∈ H. Nân ph¡p tuy¸n cõa C t¤i x, k½ hi»u l  NCx, �÷ñc x¡c �ành bði

NCx =

{
{u ∈ H | 〈u, y − x〉 ≤ 0,∀y ∈ C} n¸u x ∈ C ,

∅ n¸u x /∈ C.

Ti¸p theo �¥y l  c¡c kh¡i ni»m hëi tö m¤nh v  hëi tö y¸u trong khæng

gian Hilbert.

�ành ngh¾a 1.1.4. Mët d¢y {xn} trong H �÷ñc gåi l 

(i) hëi tö m¤nh �¸n �iºm x n¸u ||xn − x|| → 0 khi n → ∞, k½ hi»u l 

xn → x;

(ii) hëi tö y¸u �¸n �iºm x n¸u vîi måi u ∈ H, 〈xn−x, u〉 → 0 khi n→∞,

k½ hi»u l  xn → x.

Bê �· 1.1.1. Cho {xn}n≥0 v  {un}n≥0 l  c¡c d¢y trong H, x v  u l  c¡c

�iºm trong H. Gi£ sû xn → x, un → ∞. Khi �â 〈xn, un〉 → 〈x, u〉 khi
n→∞.

Bê �· 1.1.2. Cho {xn}n≥0 l  mët d¢y bà ch°n trong H. Khi �â câ mët d¢y

con cõa {xn}n ≥ 0 hëi tö y¸u.

Ti¸p theo sau �¥y l  mët sè kh¡i ni»m quen thuëc v· h m sè.

3. H m lçi

�ành ngh¾a 1.1.5. Cho C l  mët tªp con kh¡c réng cõa H v  h m f :

C → [−∞,+∞].

• Mi·n húu hi»u cõa f l  tªp: domf = {x ∈ C | f(x) < +∞}.


